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Gödlov izrek o nepopolnosti
Povzetek
V diplomski nalogi je predstavljen in dokazan Gödlov izrek o nepopolnosti za Pe-
anovo aritmetiko. To je teorija prvega reda, ki aksiomatizira naravna števila in
njihovo aritmetiko. Izrek o nepopolnosti trdi, da Peanova aritmetika ne more biti
hkrati popolna in konsistentna. Gödel za dokaz sestavi stavek, ki sam zase pravi,
da ni dokazljiv. Ustvari ga s pomočjo Gödlovega kodiranja (povezava med znaki
teorije prvega reda in števili) ter diagonalizacije (povezava med formulo in njenim
Gödlovim številom). Gödlov stavek sestavlja dvomestna relacija, ki je pravilna na-
tanko tedaj, ko je prvo število Gödlovo število dokaza za diagonalizacijo formule z
Gödlovim številom, ki je drugo število. Ker je ta relacija primitivno rekurzivna, je
predstavljiva v Peanovi aritmetiki (če je pravilna, je dokazljiva v PA). Torej dokaže,
da ne obstaja Gödlovo število dokaza Gödlovega stavka. Ob predpostavki, da je
Peanova aritmetika konsistentna, je Gödlov stavek torej pravilen, a nima dokaza.
To pomeni, da Peanova aritmetika ni popolna.
Gödel’s incompleteness theorem
Abstract
Gödel’s incompleteness theorem for Peano arithmetic is presented and proved in
the diploma thesis. It is a first-order theory that axiomatizes natural numbers and
their arithmetic. The incompleteness theorem says that Peano arithmetic cannot
be both complete and consistent. For proof, Gödel composes a sentence saying that
it is unprovable. It is made possible by Gödel’s numbering (associating symbols of
first-order theory with numbers) and diagonalization (link between the formula and
its Gödel number). A Gödel sentence is consisted of a two-place relation that is
true if and only if the first number is Gödel’s number for proof of diagonalization
of formula with Gödel’s number that is the second number. Since this relation is
primitive recursive, it is capturable in Peano arithmetic (if it is correct PA can prove
it). Therefore it proves that there is no Gödel’s number for proof of Gödel’s sentence.
Assuming Peano arithmetic is consistent, Gödel sentence is therefore true, but has
no proof. That means Peano arithmetic is not complete.
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1. Uvod
Leta 1931 je Kurt Gödel (1906–1978) objavil izrek o nepopolnosti v svojem delu
‘Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und verwandter Sy-
steme’, ki velja za enega izmed največjih matematičnih dosežkov 20. stoletja. Trdi,
da je vsak neprotisloven matematični sistem nepopoln, oziroma, da v vsakem ne-
protislovnem sistemu obstaja vsaj en pravilen stavek, ki v tem sistemu ni dokazljiv.
V diplomski nalogi bom izrek prilagodila za Peanovo aritmetiko.
Prvi del naloge opiše jezik prvega reda (imenovan LA), logične aksiome, pravila
sklepanja in Peanove aksiome. Jezik LA sestavljajo funkcija naslednik, seštevanje in
množenje. Nadaljujemo z opisom družine tako imenovanih primitivno rekurzivnih
funkcij in relacij. Pokažemo, da jih Peanova aritmetika ne samo izraža, ampak tudi
predstavi. Nato se obrnemo na Gödlovo preprosto, a ključno inovacijo - idejo o siste-
matičnem povezovanju izrazov aritmetike s številčnimi kodami - Gödlovo kodiranje.
To nam omogoči obravnavanje relacij zaporedij simbolov Peanove aritmetike preko
relacij njihovih Gödlovih števil. Tako lahko na primer definiramo številčno lastnost,
ki je pravilna, če je dano število Gödlovo število neke formule Peanove aritmetike.
Definiramo numerično relacijo Prfpm,nq, ki je pravilna, če je m Gödlovo število
dokaza formule z Gödlovim številom n. Pokazali bomo, da so ta in mnoge druge
realcije ter funkcije primitivno rekurzivne. Zaradi dejstva (ki ga tudi dokažemo), da
lahko vse primitivno rekurzivne relacije in funkcije predstavimo v Peanovi aritme-
tiki, lahko sestavimo Gödlov stavek G, ki je pravilen natanko tedaj, ko ne obstaja
število, ki je Gödlovo število dokaza Peanove aritmetike za stavek G. To pomeni,
da je G pravilen natanko tedaj, ko ni dokazljiv v Peanovi aritmetiki. Če je Peanova
aritmetika konsistenta, ni popolna.
2. Logika prvega reda in jezik aritmetike
Teorija prvega reda je sestavljena iz jezika prvega reda, aksiomov in pravil skle-
panja. V diplomskem delu bom obravnavala teorijo prvega reda imenovano Peanova
aritmetika. Ime je dobila po italijanskem matematiku Giuseppeju Peanu (1858–
1932). Aksiome teorije naravnih števil (imenovani Peanovi aksiomi) je objavil leta
1889. Danes velja Peanova aritmetika za eno izmed osnovnejših in temeljnih teorij
v matematiki.
Da lahko aksiome in pravila sklepanja zapišemo v matematičnem jeziku moramo
najprej opredeliti simbole, ki jih uporablja jezik. V diplomski nalogi bom uporabljala
tako imenovan jezik LA.
2.1. Sintaksa jezika aritmetike. Sintaksa jezika LA (rečemo mu tudi jezik prvega
reda) se deli na logične in zunajlogične znake. Logične znake sestavljajo:
 veznik negacija  ,
 veznik implikacija ñ,
 oklepaja ( in ),
 števno neskončna množica spremenljivk tx1, x2, x3, . . . u,1
 univerzalni kvantifikator @ in
 enakost .
Zunajlogične znake pa sestavljajo:
1Namesto indeksov 1, 2, 3, . . . bi lahko uporabljali tudi kak drug sistem, ki zagotavlja neskončno
mnogo spremenljivk, na primer x, xx, xxx, . . .
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 konstanta 0,
 enomestna operacija naslednik S,
 dvomestna operacija seštevanja   in
 dvomestna operacija množenja .
Zaradi lažje berljivosti namesto px1, x2q inpx1, x2q, pišemo px1 x2q in px1x2q.
Prav tako zaradi lažje berljivosti izpuščamo nepotrebne oklepaje, kot je to običajno.
V formalni obravnavi jezika tega ne počnemo.
Končna zaporedja zgoraj naštetih elementov imenujemo izrazi. Numerali so izrazi
zgrajeni iz konstante 0 in operacije naslednik. Numerale S0, SS0, SSS0, itd. bomo
krajšali z 1, 2, 3, itd. Numeral n je torej izraz sestavljen iz natanko n operacij
naslednika in konstante 0.
Želimo si, da imajo izrazi nek smisel, da niso zgolj simboli postavljeni eden za
drugim. Taka smiselna zaporedja simbolov bomo imenovali formule. Potrebujemo
torej pravila, ki bodo določila katera končna zaporedja znakov so formule.
Definicija 2.1. Termi so izrazi zgrajeni iz konstante 0, spremenljivk, operacij na-
slednika, seštevanja in množenja. Definiramo jih induktivno:
 0 in spremenljivke so termi.
 Če sta σ in τ terma, so tudi Sσ, pσ   τq, pσ  τq termi.
Primer 2.2. Izraza SS0 in pSx1   x2q  pSx3   SS0q sta terma. ♢
Definicija 2.3. Atomarne formule so izrazi oblike σ  τ , kjer sta σ in τ terma.
Definicija 2.4. Formule definiramo induktivno:
 Atomarne formule so formule.
 Če sta φ in ψ formuli, so tudi p φq, pφñ ψq in @xiφ formule.
Za definicijo jezika LA je dovolj definirati veznika negacija in implikacija ter uni-
verzalni kvantifikator, saj z njimi lahko izrazimo vse ostale veznike in kvantifikatorje.
Najuporabnejši in najosnovnejši vezniki so še konjukcija, disjunkcija in ekvivalenca
ter eksistenčni kvantifikator.
Definicija 2.5. Vezniki konjunkcija (^), disjunkcija (_) in ekvivalenca (ô), izra-
ženi s pomočjo  in ñ, so definirani naslednje:
 φ^ ψ je okrajšava za  φñ ψ
 φ_ ψ je okrajšava za  pφñ  ψq
 φô ψ je okrajšava za  pφñ ψq ñ pψ ñ φq
Eksistenčni kvantifikator D, izražen s pomočjo  in @, je definiran naslednje:
 Dxiφ je ekvivalentna  @xi φ
Definicija 2.6. Kvantifikator enolični obstoj D!x1φpx1q je okrajšava za Dx1pφpx1q ^
@x2pφpx2q ñ x2  x1qq.
Rečemo, da obstaja natanko eno število, ki zadošča pogoju φ.
Definicija 2.7. Naj bosta φ in ψ formuli ter σ in τ terma. Množico prostih spre-
menljivk FV definiramo induktivno:
 FV(0) = H,
 FVpSσq  FVpσq,
 FVpσ   τq  FVpσq Y FVpτq,
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 FVpσ  τq  FVpσq Y FVpτq,
 FVp φq  FVpφq,
 FVpφñ ψq  FVpφq Y FVpψq,
 FVpxiq  txiu,
 FVp@xiφq  FVpφqztxiu,
 FVpσ  τq  FVpσq Y FVpτq.
Primer 2.8.
(1) FVpSS0q  H
(2) FVpDx1px2   x1q  S0q  tx2u
(3) FVp@x1@x2pSx1  Sx2 ñ x1  x2q _ x1  Sx3q  tx1, x3u
♢
Definicija 2.9. Zaprti term je term, ki nima prostih spremenljivk.
Zaprti termi ne vsebujejo spremenljivk in tako predstavljajo točno določene šte-
vilske vrednosti (npr. pSS0 S0qSSSS0 predstavlja izraz, ki ga običajno pišemo
kot p2  1q  4 in ima vrednost 12).
Definicija 2.10. Stavek je formula, ki nima prostih spremenljivk.
2.2. Semantika jezika aritmetike. Semantika zunajlogičnim znakom pripiše nji-
hov matematični pomen. V posebnem, zaprtim termom dodeli vrednosti:
 Vrednost 0 je nič. Pišemo vrr0s  0.
 Če je τ zaprt term, potem je vrrSτ s  vrrτ s   1.
 Če sta τ in σ zaprta terma, potem je vrrpσ   τqs  vrrσs   vrrτ s in vrrpσ 
τqs  vrrσs  vrrτ s.
Očitno za vsak n velja vrrns  n.
Stavkom lahko določimo logično vrednost.2 So bodisi pravilni ali pa nepravilni.
Velja:
 Stavek oblike σ  τ je pravilen, če in samo če, vrrσs  vrrτ s.
 Stavek oblike  φ je pravilen, če in samo če, φ je nepravilen.
 Stavek oblike pφ ñ ψq je pravilen, če in samo če, je φ nepravilen ali φ in ψ
pravilna.
 Stavek oblike @xiφpxiq je pravilen, če in samo če, je za vsak n φpnq pravilen.
3. Peanova aritmetika
Teorijo prvega reda določajo aksiomi in pravila sklepanja. Aksiomi so temeljne
predpostavke. Pravila sklepanja so namenjena neposredni izpeljavi formul iz danih
formul. Aksiomi se delijo na logične, ki so poleg pravil sklepanja skupni vsem
teorijam prvega reda in zunajlogične aksiome, ki so lastni aksiomi ustrezne teorije.
Logični aksiomi in pravila sklepanja teorij prvega reda so:
 φñ pψ ñ φq
 pφñ pψ ñ ηqq ñ ppφñ ψq ñ pφñ ηqq
 p ψ ñ  φq ñ pp ψ ñ φq ñ ψq
 p@xiφpxiqq ñ φpσq, kjer je σ term, ki ne vsebuje spremenljivke xi v φ.
2Formulam, ki niso stavki ne moremo določiti logične vrednosti, saj je pravilnost odvisna od
tega kakšno vrednost vstavimo namesto proste spremenljivke.
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 p@xipφñ ψqq ñ pφñ @xiψq, kjer xi ne nastopa prosto v φ.
(MP) ψ sledi iz φ in φñ ψ,
(Gen) @xiφ sledi iz φ.
Pravilu MP pravimo modus ponens, pravilu Gen pa generalizacija.
Aksiomi enakosti so:
 @x1px1  x1q (refleksivnost)
 @x1@x2px1  x2 ñ x2  x1q (simetričnost)
 @x1@x2@x3ppx1  x2 ñ x2  x3q ñ x1  x3q (tranzitivnost)
Peanova aritmetika (PA) je teorija prvega reda. Njeni lastni aksiomi so naslednje
formule:
Aksiom 1 @x1p0  Sx1q
Aksiom 2 @x1@x2pSx1  Sx2 ñ x1  x2q
Aksiom 3 @x1px1   0  x1q
Aksiom 4 @x1@x2px1   Sx2  Spx1   x2qq
Aksiom 5 @x1px1  0  0q
Aksiom 6 @x1@x2px1  Sx2  px1  x2q   x1q
Aksiom 7 Indukcijska shema ppφp0q ^ @xipφpxiq ñ φpSxiqqq ñ @xiφpxiq, kjer
je φpxiq formula v jeziku LA.
Te aksiome lahko zapišemo z besedami:
Aksiom 1 Število nič ni naslednik nobenemu številu.
Aksiom 2 Za vsaki dve števili velja, da če sta naslednika teh dveh števil enaka,
sta tudi ti dve števili enaki.
Aksiom 3 Če kateremukoli številu prištejemo nič, je vsota enaka temu številu.
Aksiom 4 Za vsaki dve števili velja, da je vsota prvega števila in naslednika
drugega števila enaka nasledniku vsote teh dveh števil.
Aksiom 5 Če katrokoli število pomnožimo z nič, je produkt enak nič.
Aksiom 6 Za vsaki dve števili velja, da je produkt prvega števila in naslednika
drugega števila enak vsoti produkta teh dveh števil in prvega števila.
Aksiom 7 Indukcijska shema Če je φp0q pravilna in za vsako število xi velja,
da če je φpxiq pravilna, je tudi φpSxiq pravilna, potem φ velja za vsa
števila.
Do sedaj smo definirali jezik in logiko prvega reda. Potrebujemo še postopek, s
katerim izhajajoč iz aksiomov pridobimo nove pravilne izjave. Govorimo seveda o
postopku dokazovanja.
Definicija 3.1. Naj bo φ1, φ2, . . . , φn zaporedje formul PA. Pravimo, da je tako
zaporedje dokaz formule PA, če za posamezno formulo velja, da je bodisi
 logični aksiom, bodisi
 aksiom PA, bodisi
 sledi iz prejšnjih dveh formul z uporabo pravila sklepanja MP, bodisi
 sledi iz prejšnje formule z uporabo pravila sklepanja Gen.
Definicija 3.2. Formula φ je dokazljiva v PA, če obstaja dokaz φ1, φ2, . . . , φn PA,
za katerega velja: φn je enaka φ, označimo z PA $ φ.
Definicija 3.3. Formula je ovrgljiva v PA, če je njena negacija dokazljiva.
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Definicija 3.4. Stavek φ je odločljiv v PA, če je dokazljiv ali ovrgljiv.
Velja, da so vsi dokazljivi stavki pravilni. Na tej točki se nam lahko porodi
vprašanje, če velja tudi obratno. Ali je vsak pravilen stavek Peanove aritmetike
dokazljiv?
Definicija 3.5. PA je popolna, če so vsi stavki odločljivi.
Želeli bi si, da je Peanova aritmetika popolna, saj bi to pomenilo, da so vsi pravilni
stavki dokazljivi in vsi nepravilni stavki ovrgljivi. Ne želimo pa si, da je protislovna.
Definicija 3.6. PA je protislovna, če dokaže vse formule.
Opomba 3.7. PA je protislovna, če in samo če, obstaja stavek, za katerega velja, da
je v PA dokazljiv on in njegova negacija (npr. PA je protislovna, če velja PA $ 0  1
in PA $ 0  1).
Definicija 3.8. PA je neprotislovna, če PA ni protislovna.
Za dokaz Gödlovega izreka bomo potrebovali strožji pogoj za Peanovo aritmetiko.
To je tako imenovana ω-protislovnost.
Definicija 3.9. PA je ω-protislovna, če za neko formulo φ z vsaj eno prosto spre-
menljivko velja, da PA dokaže φpnq za vse n in PA dokaže  @xiφpxiq.
Definicija 3.10. PA je ω-neprotislovna, če in samo če, PA ni ω-protislovna.
Lema 3.11. Če je PA ω-neprotislovna, je tudi neprotislovna.
Dokaz. Predpostavimo, da je PA ω-neprotislovna. Za vsako število n lahko doka-
žemo n  0  n (zaradi Aksioma 3). Ker je po predpostavki PA ω-neprotislovna ne
moremo dokazati  @x1px1   0  x1q. To pomeni, da obstaja formula, ki jo PA ne
dokaže, da je neprotislovna. □
4. Relacije in funkcije
Da lahko natančneje opišemo Gödlovo konstrukcijo, moramo pozornost najprej
usmeriti na tako imenovane številsko teoretične funkcije in relacije.
Številsko teoretične funkcije so n-mestne funkcije, ki priredijo vsaki urejeni n-terki
števil natanko eno število. Seštevanje in množenje sta primera dvomestnih številsko
teoretičnih funkcij (na kratko funkcij).
Številsko teoretične relacije so n-mestne relacije, ki priredijo vsaki urejeni n-terki
števil logično vrednost. Enakost je primer dvomestne številsko teoretične relacije
(na kratko relacije). Izraz Dx1pSS0 x1  x2q je primer enomestne relacije, ki pove
ali je prosta spremenljivka x2 soda.
O relacijah in funkcijah lahko znotraj jezika LA govorimo samo preko formul.
Opomba 4.1. Relacije bomo pisali z veliko začetnico in za njih uporabljali pisavo
Relacija, medtem ko bomo za funkcije uporabljali pisavo funkcija.
Definicija 4.2. Relacija R je izrazljiva s formulo φpx1, . . . , xnq v jeziku LA, kadar
za vsa števila k1, . . . , kn velja:
(1) če so k1, . . . , kn v relaciji R, potem je φpk1, . . . , knq pravilna,
(2) če k1, . . . , kn niso v relaciji R, potem je  φpk1, . . . , knq pravilna.
Poleg običajnih kvantifikatorjev poznamo še omejene.
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Definicija 4.3. Izraz pDxi ¤ nq imenujemo omejen eksistenčni kvantifikator. For-
mula pDxi ¤ nqφ je okrajšava za Dxipxi ¤ n^φq in je ekvivalnetna končni disjunkciji
φp0q _ φp1q _    _ φpnq.
Definicija 4.4. Izraz p@xi ¤ nq imenujemo omejen univerzalni kvantifikator. For-
mula p@xi ¤ nqφ je okrajšava za @xipxi ¤ n^φq in je ekvivalnetna končni konjunkciji
φp0q ^ φp1q ^    ^ φpnq.
Primer 4.5.
 Enomestna relacija ‘sodpx1q’ je izrazljiva s formulo Dx2pSS0 x2  x1q.
 Dvomestna relacija x1 ¤ x2 je izrazljiva s formulo Dx3px3   x1  x2q.
 Dvomestna relacija x1   x2 je izrazljiva s formulo Dx3pSx3   x1  x2q.
 Dvomestna relacija x1 | x2 je izrazljiva s formulo Dx3px1  x3  x2q.
♢
Definicija 4.6. Funkcija f je izrazljiva s formulo φpx1, . . . , xn, xn 1q v jeziku LA,
kadar za vsa števila k1, . . . , kn, kn 1 velja:
(1) če je fpk1, . . . , knq  kn 1, potem je φpk1, . . . , kn, kn 1q pravilna,
(2) če je fpk1, . . . , knq  kn 1, potem je  φpk1, . . . , kn, kn 1q pravilna.
Primer 4.7.
 Enomestna funkcija Zpx1q  0 je izrazljiva s formulo px1  x1 ^ x2  0q.
 Enomestna funkcija Spx1q  x1   1 je izrazljiva s formulo px2  x1   1q.
 Večmestna funkcija Ini px1, x2, . . . , xnq  xi je izrazljiva s formulo px1  x1 ^
x2  x2 ^    ^ xn  xn ^ xn 1  xiq.
♢
Od Peanove aritmetike je naravno pričakovati, da je ‘zmožna’ dokazati dejstva o
tem, katera števila so v določeni relaciji in katera ne. Za takšne relacije pravimo, da
so predstavljive v Peanovi aritmetiki. Razlika med izrazljivostjo in predstavljivostjo
je v tem, da je izrazljivost odvisna zgolj od dovolj bogatega nabora simbolov jezika,
medtem ko je predstavljivost odvisna tudi od aksiomov in pravil sklepanja.
Definicija 4.8. Relacija R je predstavljiva v PA, kadar obstaja formula φpx1, . . . , xnq
v LA, tako da za vsa števila k1, . . . , kn velja:
(1) če je Rpk1, . . . , knq pravilna, potem PA $ φpk1, . . . , knq,
(2) če je Rpk1, . . . , knq nepravilna, potem PA $  φpk1, . . . , knq.
Podobno velja za funkcije, vendar moramo biti pozorni, da številsko teoretične
funkcije vsaki urejeni n-terki števil priredijo natanko eno število. Za to bomo upo-
rabili kvantifikator enolični obstoj iz Definicije 2.6.
Definicija 4.9. Funkcija f je predstavljiva s formulo φpx1, . . . , xn, xn 1q v PA, kadar
za vsa števila k1, . . . , kn velja:
(1) PA $ D!xn 1φpk1, . . . , kn, xn 1q,
in za vsa števila k1, . . . , kn, kn 1 velja:
(2) če je fpk1, . . . , knq  kn 1, potem PA $ φpk1, . . . , kn, kn 1q,
(3) če je fpk1, . . . , knq  kn 1, potem PA $  φpk1, . . . , kn, kn 1q.
Trditev 4.10. Funkcija f je predstavljiva s formulo φpx1, . . . , xn, xn 1q v PA, kadar
za vsa števila k1, . . . , kn velja:
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(1) PA $ D!xn 1φpk1, . . . , kn, xn 1q,
in za vsa števila k1, . . . , kn, kn 1 velja:
(2) če je fpk1, . . . , knq  kn 1, potem PA $ φpk1, . . . , kn, kn 1q.
Dokaz. Dokazati moramo samo, da točki (1) in (2) iz Definicije 4.9 implicirata točko
(3). Naj torej veljata (1), (2) in naj bo fpk1, . . . , knq  kn 1, ker velja fpk1, . . . , knq 
kn 2, kjer je kn 1  kn 2. Zaradi (2) velja PA $ φpk1, . . . , kn, kn 2q. Iz (1) in
PA $ φpk1, . . . , kn, kn 2q sledi PA $ kn 1  kn 2 ñ  φpk1, . . . , kn, kn 1q. Če
dokažemo, da iz kn 1  kn 2 velja PA $ kn 1  kn 2, potem z uporabo MP in ob
predpostavki, da je fpk1, . . . , knq  kn 1, sledi PA $  φpk1, . . . , kn, kn 1q.
Dokazujemo torej, če m  n, potem PA $ m  n.
Naj bo m ¡ n in m  n  1  j ¥ 0. Če je m  n, potem z uporabo MP in
Aksioma 2 sledi Sj  0, kar pomeni, da PA $ m  nñ 0  Sj (kjer smo uporabili
še aksiom enakosti). Ampak Aksiom 1 nam pove, da PA $ 0  Sj, iz česar sledi
PA $ m  n.
Naj bo sedaj m ¤ n in nm1  j ¥ 0. Upoštevamo aksiom enakosti in dobimo
enak rezultat. □
Naslednji logični korak bi bil, da si pogledamo kakšne oblike morajo biti formule,
da so predstavljive v Peanovi aritmetiki. Med predstavljivimi izpostavimo tako
imenovane ∆0 in Σ1-formule. Za njih torej velja, če so pravilne, potem jih Peanova
aritmetika dokaže.
Definicija 4.11. Atomarne ∆0-formule so formule oblike σ  τ in σ ¤ τ , kjer sta
σ in τ terma.
Definicija 4.12. ∆0-formule definiramo induktivno:
 Vsaka atomarna ∆0-formula je ∆0-formula.
 Če sta φ in ψ ∆0-formuli, sta tudi  φ in pφñ ψq ∆0-formuli.
 Če je φ ∆0-formula, sta tudi p@x1 ¤ x2qφ in pDx1 ¤ x2qφ ∆0-formuli, kjer
sta x1 in x2 prosti spremenljivki v φ.
Definicija 4.13. Formula je Σ1-formula kadar je oblike Dx1Dx2 . . . Dxnφ, kjer je φ
∆0-formula in tx1, x2, . . . , xnu podmnožica množice prostih spremenljivk v φ.
Definicija 4.14. Funkcija je Σ1-funkcija, oziroma ∆0-funkcija, kadar je izrazljiva s
Σ1-formulo, oziroma ∆0-formulo.
Opomba 4.15. Izbira notacije: znak Σ izhaja iz starega alternativnega simbola
za eksistenčni kvantifikator. Je grška črka S in se uporablja za vsoto. Število 1
v Σ1 pomeni, da se formule začnejo z enim blokom eksistenčnih kvantifikatorjev.
Potemtakem so Σ0-formule enake ∆0-formulam.
Lema 4.16. Če je ∆0-stavek φ pravilen, potem PA $ φ.
Dokaz. Dokazovali bomo z indukcijo. Rečemo, da je ∆0-stavek stopnje k, če je
sestavljen iz atomarnih formul s k vezniki in/ali omejenimi kvantifikatorji. Za k  0
je to ravno atomaren stavek. Recimo, da je φpm,nq atomaren ∆0-stavek. Potem je
oblike (i) τ1  τ2 ali pa (ii) τ1 ¤ τ2, kjer sta τ1 in τ2 zaprta terma, ki označujeta
številki t1 in t2. Za φpm,nq oblike (i) moramo pokazati, da PA dokaže t1  t2, če je
τ1  τ2. To velja zaradi Aksioma 2.
Za φpm,nq oblike (ii) moramo najprej dokazati: če za neki številim,n veljam ¤ n,
potem PA $ Dx1px1  m  nq. Naj bo k ¥ 0 in k  m  n. Zato PA $ k  m  n.
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Velja tudi k   m  n $ Dx1px1   m  nq in posledično PA $ Dx1px1   m  nq.
Vemo, da PA dokaže τ1  t1 in τ2  t2. To pomeni, da če velja τ1 ¤ τ2, potem PA
dokaže t1 ¤ t2, s čimer smo pokazali, da PA dokaže pravilne atomarne ∆0-stavke.
Sedaj predpostavimo, da PA dokaže poljuben pravilen ∆0-stavek stopnje k. Do-
kazujemo, da PA dokaže poljuben pravilen ∆0-stavek stopnje k   1. Naj bo χ tak
stavek. Lahko je treh različnih oblik:
(i) Ima obliko  φ ali φ ñ ψ, kjer sta φ in ψ neka ∆0-stavka stopnje manjše
ali enake k. Po indukcijski predpostavki ju PA dokaže. Iz logičnih aksiomov
sledi, da PA dokaže χ.
(ii) Ima obliko p@x1 ¤ nqφpx1q. Če je χ pravilen stavek, so tudi φp0q, . . . , φpnq
pravilni stavki. Ker so to ∆0-stavki stopnje manj ali enake kot k, jih po
indukcijski predpostavki PA dokaže. Iz tega sledi, da PA dokaže tudi p@x1 ¤
nqφpx1q.
Če pa je χ nepravilen stavek, obstaja nek k ¤ n, za katerega je φpkq
nepravilen. Zopet iz indukcijske predpostavke sledi, da PA dokaže  φpkq.
Zato dokaže tudi  p@x1 ¤ nqφpx1q.
(iii) Ima obliko pDx1 ¤ nqφpx1q. Podobno kot (ii).
□
Izrek 4.17. Vsaka Σ1-funkcija je predstavljiva v Peanovi aritmetiki.
Dokaz. Dokaz razdelimo na tri točke:
1) Vsaka Σ1-funkcija je ekvivalentna kompozitumu dveh ∆0-funkcij.
2) Vsaka ∆0-funkcija je predstavljiva v Peanovi aritmetiki.
3) Vsak kompozitum ∆0-funkcij je predstavljiv v Peanovi aritmetiki.
Najprej dokažimo točko 1). Naj bo f enomestna Σ1-funkcija. Po definicji obstaja
Σ1-formula φ z dvema prostima spremenljivkama, ki izraža f . Če je fpk1q  k2,
potem je φpk1, k2q pravilna in če je fpk1q  k2, potem je  φpk1, k2q pravilna.
Predpostavimo, da ima φ samo en začetni eksistenčni kvantifikator, torej je oblike
Dx3Rpx1, x2, x3q, kjer je R točno določena ∆0-formula. To pomeni, da je fpx1q  x2
takrat, ko je Dx3Rpx1, x2, x3q pravilna.
Sedaj definiramo naslednji dve funkciji:
 gpx1q je najmanjši tak x2, da velja pDx3 ¤ x2qpDx4 ¤ x2qRpx1, x3, x4q;
 hpx1, x2q je najmanjši tak x3 ¤ x2, da velja pDx4 ¤ x2qRpx1, x3, x4q, če tak
x3 obstaja in 0 sicer.
Za dani x1, gpx1q  c predstavlja zgornjo mejo števil, ki jih moramo preiskati, da
najdemo tak par x2, x3, da je Rpx1, x2, x3q pravilna. Funkcija hpx1, cq pa vrne x2
manjši ali enak c, če je za nek x3 manjši ali enak c, Rpx1, x2, x3q pravilna ali 0, če
tak x3 ne obstaja. Velja torej enakost fpx1q  hpx1, gpx1qq. To drži, saj nam g vrne
mejo do kje moramo iskati, h pa vrne rezultat glede na to, koliko vrne g.
Pokažimo, da sta funkciji g in h ∆0-funkciji. Najti moramo torej ∆0-formuli G in
H, ki izražata funkciji g in h. To sta ravno naslednji formuli:
Gpx1, x2q  pDx3 ¤ x2qpDx4 ¤ x2qRpx1, x3, x4q^
p@x5 ¤ x2qpx5  x2 ñ  pDx3 ¤ x5qpDx4 ¤ x5qRpx1, x3, x4qq,
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Hpx1, x2, x3q  ppDx5 ¤ x2qRpx1, x3, x5q^
 pDx4 ¤ x3qpDx5 ¤ x2qpx4  x3 ^ Rpx1, x4, x5qqq_
p pDx5 ¤ x2qRpx1, x3, x5q ^ x3  0q.
Ker sta G in H sestavljeni iz omejenih kvantifikatorjev, negacije, implikacije, ena-
kosti, konjunkcije in dijunkcije (ki ju lahko izrazimo z negacijo in implikacijo), ne-
enakosti (ki jo lahko izrazimo z negacijo in enakostjo), ter ∆0-formulo R, sta po
definicji ∆0-formuli.
Sledi, da lahko vsako enomestno Σ1-funkcijo zapišemo kot kompozitum dveh ∆0-
funkcij. Podobno posplošimo na n-mestno Σ1-funkcijo fpx1, x2, . . . , xnq  xn 1, s
pripadajočo Σ1-formulo
Dxn 2Dxn 3 . . . Dxn mRpx1, x2, . . . , xn, xn 1, xn 2, xn 3, . . . , xn mq.
Sedaj dokažimo točko 2). Naj bo f eno-mestna ∆0-funkcija, kar pomeni, da je
izrazljiva z ∆0-formulo φ. Za vsa števila m,n velja:
 če je fpmq  n, potem je φpm,nq pravilna,
 če je fpmq  n, potem je  φpm,nq pravilna.
Najprej zamenjajmo φ z bolj prikladno formulo φrpx1, x2q  φpx1, x2q ^ p@x3 ¤
x2qpφpx1, x3q ñ x3  x2q, ki še vedno izraža funkcijo f . Utemeljitev: za dan m, je
φrpm,x2q pravilna za natanko eno število x2  n, ki je ravno najmanjši tak n, da je
φpm,nq pravilna. Ker je φ ∆0-formula, je po definiciji tudi φr ∆0-formula.
Dokazujemo, da za vsa števila m velja:
(i) PA $ D!x1φrpm,x1q,
in za vsa števila m,n velja:
(ii) če je fpmq  n, potem PA $ φrpm,nq.
Najprej dokažimo točko (ii). Če je fpmq  n, potem je φrpm,nq pravilen ∆0-
stavek, zato je po Lemi 4.16 dokazljiv.
Za točko (i) je dovolj pokazati, da za poljuben a, PA $ φrpm, aq ñ a  n. Če je
a ¤ n iz PA $ p@x1 ¤ nqpφpm,x1q ñ x1  nq sledi φpm, aq ñ a  n in zato a  n.
Če pa je n ¤ a, potem φpm,nq ñ n  a in n  a. V vsakem primeru je torej a  n.
To pomeni, da za vsako število m, obstaja natanko eno število x1, za katerega je
φrpm,x1q pravilen.
Dokažimo še točko 3). Naj bo fpxq  hpx, gpxqq, kjer sta g in h ∆0-funkciji,
izrazljivi z ∆0-formulami G in H. Po prej dokazanem sta g in h predstavljivi z
ustreznima Gr in Hr . Pokažimo, da je f predstavljiva s Σ1-formulo Fpx1, x2q 
Dx3pGrpx1, x3q ^ Hrpx1, x3, x2qq.
Naj bo fpmq  n. Potem je za nek o, gpmq  o in hpm, oq  n. Vemo, da velja
tudi PA $ @x1pGrpm,x1q ô x1  oq in PA $ @x1pHrpm, o, x1q ô x1  nq (tega ne
bomo posebej dokazovali). Iz logičnih aksiomov dobimo PA $ @x1pDx2pGrpm,x2q ^
Hrpm,x2, x1qq ô x1  nq, kar po definiciji F pomeni, da če je fpmq  n, potem
PA $ @x1pFpm,x1q ô x1  nq. Funkcija f je predstavljiva s Σ1-formulo F.
Najprej smo dokazali, da je vsaka Σ1-funkcija ekvivalentna kompozitumu dveh ∆0-
funkcij, na koncu pa smo dokazali še, da je vsak kompozitum ∆0-funkcij predstavljiv
v Peanovi aritmetiki. To pomeni, da je vsaka Σ1-funkcija predstavljiva v Peanovi
aritmetiki in s tem je dokaz končan. □
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5. Primitivno rekurzivne funkcije
Za naše namene so pomembne le funkcije posebne vrste, ki jih imenujemo primi-
tivno rekurzivne. Igrajo veliko vlogo v matematični logiki in računalništvu. Idejo
o ‘definiciji z rekurzijo’ je prvi zapisal Richard Dedekind v delu ‘Was sind und was
sollen die Zahlen?’ leta 1888. Ta predstavlja teoretični temelj za aritmetiko. Gödel
je koncept primitivne rekurzivnosti v svojem dokazu izreka o nepopolnosti uporabil
kot metodo za dokaz, da je tudi zapletenejše funkcije mogoče obravnavati v Peanovi
aritmetiki. Pokazal je torej, da so ne samo izrazljive, ampak tudi predstavljive v
Peanovi aritmetiki.
Definicija 5.1. Primitivno rekurzivne funkcije zajamemo z induktivno definicijo:
(1) Enomestna funkcija Z, ki vsakemu številu priredi število 0, je primitivno
rekurzivna. Imenujemo jo ničelna funkcija.
(2) Enomestna funkcija S, ki vsakemu številu priredi njegovega neposrednega
naslednika, je primitivno rekurzivna. Imenujemo jo nasledstvena funkcija.
(3) Funkcija Ini , ki vsaki urejeni n-terki px1, x2, . . . , xi, . . . , xnq števil priredi šte-
vilo xi, ki je v urejeni n-terki na i-tem mestu, je primitivno rekurzivna.
Imenujemo jo projekcijska funkcija.
(4) Naj bosta n-mestna funkcija g in pn   2q-mestna funkcija h primitivno re-
kurzivni. Potem je primitivno rekurzivna tudi pn   1q-mestna funkcija f ,
opredeljena s predpisoma
 fpx1, . . . , xn, 0q  gpx1, x2, . . . , xnq
 fpx1, . . . , xn, Sxn 1q  hpx1, . . . , xn, xn 1, fpx1, . . . , xn, xn 1qq
Rečemo, da smo f napravili iz funkcij g in h s (primitivno) rekurzijo.
(5) Naj bodo m-mestna funkcija h in n-mestne funkcije g1, g2, . . . , gm primitivno
rekurzivne. Potem je primitivno rekurzivna tudi n-mestna funkcija f , opre-
deljena s predpisom
 fpx1, x2, . . . , xnq  hpg1px1, x2, . . . , xnq, . . . , gmpx1, x2, . . . , xnqq
Rečemo, da smo f napravili iz funkcij h, g1, g2, . . . , gm s substitucijo.
Ničelno, nasledstveno in projekcijsko funkcijo imenujemo začetne funkcije.
Opomba 5.2. Če je n iz Definicije 5.1 točke (4) enak 0, potem je g 0-mestna funkcija
ali število.
Primer 5.3. Naslednje funkcije so primitivno rekurzivne.
1) Funkcija seštevanje  :
 x1   0  I11 px1q
 x1   Sx2  Spx1   x2q.
Ker sta I11 in S začetni funkciji, je   primitivno rekurzivna funkcija.
2) Funkcija množenje :
 x1  0  Zpx1q
 x1  Sx2  px1  x2q   x1.
Ker je Z začetna funkcija in   primitivno rekurzivna funkcija, je tudi 
primitivno rekurzivna funkcija.
3) Funkcija eksponent xx21 :







Ker je S začetna funkcija in  primitivno rekurzivna funkcija, je tudi ekspo-
nent primitivno rekurzivna funkcija.
4) Funkcija predhodnik P :
 P p0q  0
 P pSpx1qq  x1
5) Funkcija odštevanje3 :
 x1  0  x1
 x1  Spx2q  P px1  x2q
6) Funkcija absolutna razlika ||:
 |x1  x2|  px1  x2q   px2  x1q
Funkcija absolutna razlika je tudi primitivno rekurzivna, ker je kompozitum
dveh primitivno rekurzivnih funkcij.
♢
Kriterij primitivne rekurzivnosti se glasi: funkcija f je primitivno rekurzivna na-
tanko tedaj, ko je lahko predstavljena kot zadnji člen nekega končnega zaporedja
funkcij f1, f2, . . . , fn  f , pri katerem velja, da je za vsak i P t1, . . . , nu, fi bodisi
začetna funkcija, bodisi narejena iz f1, . . . , fi1 s substitucijo ali rekurzijo. Takemu
zaporedju bomo rekli zaporedje primitivne rekurzivnosti.
Velja naslednje:
 Prvi člen zaporedja je zmeraj začetna funkcija.
 Vsaka začetna funkcija ima enolično določeno zaporedje primitivne rekurziv-
nosti (edini člen je kar funkcija sama).
 Vsi členi zaporedja primitivne rekurzivnosti so primitivno rekurzivne funk-
cije.
Do sedaj smo definirali primitivno rekurzivne funkcije. Želimo pa si tudi primi-
tivno rekurzivne relacije. Zato definiramo karakteristično funkcijo.
Definicija 5.4. Karakteristična funkcija n-mestne relacije R je n-mestna funkcija
cR, da velja:
(1) če je Rpk1, . . . , knq pravilna, potem je cRpk1, . . . , knq  0,
(2) če je Rpk1, . . . , knq nepravilna, potem je cRpk1, . . . , knq  1.
Definicija 5.5. Relacija R je primitivno rekurzivna, če in samo če, je njena karak-
teristična funkcija cR primitivno rekurzivna.
V dokazu Gödlovega izreka bomo potrebovali dejstvo, da je relacija Prf (ki jo
bomo definirali kasneje) primitivno rekurzivna. Ta je napravljena iz vrste različnih
primitivno rekurzivnih relacij in funkcij s substitucijo in rekurzijo. V naslednji
trditvi bomo za nekaj enostavnejših primerov relacij in funkcij (potrebnih za dokaz
primitivne rekurzivnosti relacije Prf) dokazali, da so primitivno rekurzivne.
Operator omejene minimizacije fpnq  pµxi ¤ nqPpxiq je funkcija, ki vrne naj-
manjše tako število manjše od n, za katerega je P pravilna in n, če tako število ne
obstaja.
Trditev 5.6. Velja:
(1) Funkciji sg in sg, ki sta opredeljeni s predpisi




0 ;x1  0
1 ;x1  0
in sgpx1q 
"
1 ;x1  0
0 ;x1  0
sta primitivno rekurzivni.
(2) Če je fpx1, x2, . . . , xnq n-mestna primitivno rekurzivna funkcija, potem je
pripadajoča n  1-mestna relacija izražena z fpx1, x2, . . . , xnq  xn 1 primi-
tivno rekurzivna.
(3) Če sta R in Q primitivno rekurzivni relaciji, sta tudi  R in R ñ Q primi-
tivno rekurzivni relaciji.
(4) Če je R primitivno rekurzivna relacija, so tudi vse relacije, napravljene z
omejeno kvantifikacijo primitivno rekurzivne.
(5) Če je R primitivno rekurzivna relacija, je fpnq  pµx1 ¤ nqRpx1q primitivno
rekurzivna funkcija.
(6) Relacije m  n, m   n in m ¤ n so primitivno rekurzivne.
(7) Relacija m | n, ki je pravilna, če m deli n, je primitivno rekurzivna.
(8) Relacija Primepnq, ki je pravilna, če je n praštevilo, je primitivno rekurzivna.
(9) Funkcija πpnq, ki vrne vrednost πn, kjer je πn n   1-vo praštevilo, je primi-
tivno rekurzivna.
(10) Funkcija exppn, iq, ki vrne eksponent praštevila πi v faktorizaciji števila n, je
primitivno rekurzivna.




 sgp0q  0
 sgpSpx1qq  SpZpsgpx1qqq.
Ker sta S in Z začetni funkciji, je SpZpnqq primitivno rekurzivna s substi-
tucijo, torej je sg primitivno rekurzivna. Velja še SpZpsgpx1qq  Sp0q  1.
Podobno velja za sg:
 sgp0q  Sp0q
 sgpSpx1qq  Zpsgpx1qq.
(2) Dokazali bomo samo za enomestno funkcijo f . Naj bo cpx1, x2q karakteri-
stična funkcija relacije, izražene z fpx1q  x2. Definirana je kot cpx1, x2q 
sgp|fpx1q  x2|q. Napravljena je iz dveh primitivno rekurzivnih funkcij s
substitucijo, torej je primitivno rekurzivna.
(3) Naj bo rpxiq karakteristična funkcija relacije R. Potem je sgprpxiqq karakte-
ristična funkcija relacije  R, saj velja:
(a) če je  Rpnq pravilna, potem je sgprpnqq  0,
(b) če je  Rpnq nepravilna, potem je sgprpnqq  1.
Ker je sg primitivno rekurzivna funkcija, je kompozitum sgprpx1qq primitivno
rekurzivna funkcija, če in samo če, je rpx1q primitivno rekurzivna funkcija.
Ker je po predpostavki R primitivno rekurzivna relacija, je po definiciji r
primitivno rekurzivna funkcija.
Naj bo qpxiq karakteristična funkcija relacije Q. Tedaj sgprpnqqqpnq vrne
vrednost 1, če in samo če, je Rpnq nepravilna in Qpnq pravilna, sicer vrne
vrednost 1. Torej je sgprpxiqq  qpxiq karakteristična funkcija implikacije
relacij R in Q. Ker je množenje primitivno rekurzivna funkcija (dokazano v
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Primeru 5.3), velja da je sgprpxiqq  qpxiq primitivno rekurzivna funkcija, če
in samo če, sta rpxiq in qpxiq primitivno rekurzivni funkciji. Po predpostavki
sta R in Q primitivno rekurzivni relaciji, torej sta tudi r in q primitivno
rekurzivni funkciji.
(4) Definirajmo relacijo Kpnq  pDx1 ¤ nqRpx1q, ki je pravilna, če obstaja število
manjše ali enako n, za katerega je R pravilna. Ta je poljubna enomestna
primitivno rekurzivna relacija. Naj bo rpxiq njena karakteristična funkcija.
Potem je funkcija k, definirana z:
 kp0q  rp0q
 kpSpx1qq  rpSpx1qq  kpx1q,
karakteristična funkcija relacije K. Velja kpnq  rpnq  rpn  1q     
rp1q  rp0q, kar pomeni, da k vrne vrednost 1, če in samo če, ne obstaja
število manjše ali enako n, za katerega je R pravilna (torej je vrednost r
enaka 1 za vse k ¤ n) in vrednost 0 sicer. Ker je k napravljena iz funkcij r
in  z rekurzijo in sta obe primitivno rekurzivni (r je primitivno rekurzivna
po predpostavki), je tudi k primitivno rekurzivna funkcija. Posledično je po
definiciji K primitivno rekurzivna relacija.
Podobno dokažemo za univerzalni kvantifikator in za ‘ ’ namesto ‘¤’.
(5) Naj bo rpx1q karakteristična funkcija primitivno rekurzivne relacije R in
funkcija k kot zgoraj. Potem lahko funkcijo f definiramo z:
 fp0q  0
 fpSpx1qq  kpn 1q   kpn 2q        kp1q   kp0q.
Opazimo, da f vrne najmanjšo takšno število j ¤ n, za katerega je Rpjq
pravilna in vrednost n, če takšno število ne obstaja. Ker je f napravljena iz
funkcij k in   z rekurzijo in sta obe primitivno rekurzivni (po predpostavki),
je tudi f primitivno rekurzivna funkcija.
(6) Karakteristična funkcija relacije m  n je enaka sgp|m n|q. Ker je na-
rejena iz dveh primitivno rekurzivnih funkcij s substitucijo, je primitivno
rekurzivna.
Karakteristična funkcija relacije m   n je enaka sgpSpnq  mq. Ker je
narejena iz treh primitivno rekurzivnih funkcij s substitucijo, je primitivno
rekurzivna.
Karakteristična funkcija relacije m ¤ n je enaka sgpn  mq. Ker je na-
rejena iz dveh primitivno rekurzivnih funkcij s substitucijo, je primitivno
rekurzivna.
(7) m | n je pravilna, če in samo če, je
pDx1 ¤ nqpp0   x1q ^ p0   mq ^ pm x1  nqq
pravilna. Relacija pp0   x1q ^ p0   mq ^ pm  x1  nqq je primitivno
rekurzivna zaradi točk (3) in (6) te trditve. Relacija m | n je primitivno
rekurzivna zaradi točke (4) te trditve.
(8) Primepnq je pravilna, če in samo če, je
n  1^ p@x1 ¤ nqp@x2 ¤ nqpx1  x2  nñ px1  1_ x2  1qq
pravilna. Prime je primitivno rekurzivna zaradi točk (3), (4) in (6) te trditve
ter primitivne rekurzivnosti funkcije .
(9) Funkcija πn je definirana z:
 π0  2
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 πSpnq  pµx1 ¤ 2n 1qpπn   x1 ^ Primepx1qq.
Bertrandov izrek pove, da vedno velja πn 1 ¤ 2πn, od koder sledi z indukcijo
da je πn ¤ 2n 1. Funkcija πn je primitivno rekurzivna zaradi točk (3), (5),
(6) in (8) te trditve.
(10) Po osnovnem izreku aritmetike, ki pravi, da lahko vsako število večje od ena,
razstavimo na produkt praštevil na en sam način, sledi, da je exp definirana
za vsa števila n. Ker noben eksponent v faktorizaciji števila n ni večji od n,
je
exppn, iq  pµx1 ¤ nqppπ
x1
i | nq ^  pπ
x1 1
i | nqq.
Želeni eksponent πi je število x1 tako, da πx1i deli n, πx1 1i pa ne. Vemo tudi,
da je exppn, kq  0, ko πk ni delitelj števila n. Zaradi točk (3), (5), (7) in (9)
te trditve ter točke 3) Primera 5.3 tudi exp primitivno rekurzivna funkcija.
(11) Relacija pPrimepmq^m | nq je pravilna, če jem praštevilo in delitelj števila n.
To je primitivno rekurzivna relacija zaradi točk (3), (7) in (8) te trditve. Naj
bo pfpm,nq njena primitivno rekurzivna karakteristična funkcija. Funkcija
 ppm,nq  sgppfpm,nqq
vrne vrednost 1, če je m prafaktor števila n in vrednost 0 sicer. Ta je primi-
tivno rekurzivna, ker je napravljena iz dveh primitivno rekurzivnih funkcij s
substitucijo. Velja:
 lenpnq  pp0, nq   pp1, nq        ppn 1, nq   ppn, nq.
Sedaj definirajmo funkcijo l iz funkcij seštevanja in p z rekurzijo na naslednji
način:
 lpx1, 0q  pp0, x1q
 lpx1, Sx2q  pppSx2, x1q   lpx1, x2qq.
Funkcija l je primitivno rekurzivna, saj sta   in p primitivno rekurzivni.
Funkcijo len lahko definiramo s pomočjo l, in sicer lenpnq  lpn, nq. Očitno
je tudi len primitivno rekurzivna funkcija.
□
Dokaz, da so primitivno rekurzivne funkcije predstavljive v Peanovi aritmetiki je
razdeljen na dva dela. Prvi del pravi, da so vse Σ1-funkcije predstavljive v Peanovi
aritmetiki (Izrek 4.17). Drugi del pa pravi, da so vse primitivno rekurzivne funkcije
Σ1-funkcije. Preden se lotimo dokazovanja drugega dela je potrebno definirati nekaj
oznak in Kitajski izrek o ostankih.
Naj bo rmpc, dq ostanek pri deljenju števila c s številom d. ZD označimo zaporedje
števil d0, d1, . . . , dn, ki so si medseboj tuja (za vsaki dve števili velja, da je največji
skupen delitelj 1) in naj bo |D|  d0  d1  . . .  dn. Z Rmpc,Dq označimo zaporedje
ostankov rdpc, d0q, rdpc, d1q, . . . , rdpc, dnq. Potem je Kitajski izrek o ostankih:
Lema 5.7. Za katerokoli zaporedje D, ko c teče od 0 do |D|  1, ima zaporedje
Rmpc,Dq vse člene različne.
Dokaz. Dokažimo s protislovjem. Predpostavimo, da obstajata števili 0 ¤ c1   c2  
|D| taki, da je Rmpc1, Dq  Rmpc2, Dq. Za c  c2 c1 velja c   |D|. Trivialno velja
tudi, da če je ostanek pri deljenju števil c1 in c2 z d enak, potem d deli c (c1 in c2
lahko zapišemo v obliki c1  da e in c2  db e, kjer sta a in b števili za kateri
velja a   b. Potem je c po definiciji enak c  c2c1  db edae  dpbaq,
kar pomeni, da je deljiv z d.). Po predpostavki je ostanek pri deljenju c1 in c2 z
di enak za vse 0 ¤ i ¤ n, kar pomeni, da vsi di delijo c. Ker so d0, d1, . . . , dn tuja
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števila, mora nujno veljati, da |D| deli c, kar je protislovno s predpostavko, da je
c   |D|. □
Vemo: katerokoli število ima pri deljenju z d0 ravno toliko možnosti za ostanek
(to so bodisi 0, bodisi 1, . . ., bodisi d0  1). Enako velja za d1, . . . , dn. To pomeni,
da obstaja |D| različnih možnih zaporedij ostankov Rmpc,Dq. Ko c teče od 0 do
|D| 1 dobimo vsa možna zaporedja ostankov.
Lema 5.8. Za katerokoli zaporedje števil k0, k1, . . . , kn obstaja par števil c, d, da je
za vsak i ¤ n, fpc, d, iq  ki, kjer je fpc, d, iq  rmpc, dpi  1q   1q.
Dokaz. Naj bo s večji od n, k0, k1, . . . , kn in naj bo d  1  2  . . .  s. Recimo, da
števila di  dpi  1q   1, 0 ¤ i ¤ n niso tuja. Potem obstajata taki števili j, k, kjer
1 ¤ j   k ¤ n   1, da imata dj   1 in dk   1 skupen prafaktor p. Ker za vsako
število manjše od s velja, da je pri deljenju 1 2  . . .  s  j 1 s tem številom ostanem
enak 1, mora biti p ¡ s. Velja pa tudi, da p deli dpk  jq (ker deli dj   1 in dk   1,
mora tudi njuno razliko). Vendar p ne more deliti d, saj drugače ne bi delila dj   1.
Sledi, da mora p deliti pk jq, kar je manj od n, torej je manj od s. Dobimo p   s,
kar je protislovno s predpostavko.
Zaradi Kitajskega izreka o ostankih in dejstva, da so si d0, d1, . . . , dn tuja števila,
dobimo vsa možna različna zaporedja ostankov Rmpc,Dq, ko c teče od 0 do |D| 
1. □
Izrek 5.9. Vsaka primitivno rekurzivna funkcija je izrazljiva v jeziku LA.
Dokaz. Zaradi kriterija primitivne rekurzivnosti, je za dokaz izreka dovolj pokazati
naslednje točke.
(1) Začetne funkcije so izrazljive v LA.
(2) Če sta funkciji g in h izrazljivi v LA, potem je tudi funkcija f , napravljena
iz funkcij g in h s substitucijo, izrazljiva v LA.
(3) Če sta funkciji g in h izrazljivi v LA, potem je tudi funkcija f , napravljena
iz funkcij g in h z rekurzijo, izrazljiva v LA.
Sedaj jih dokažimo:
(1) Nasledstvena funkcija S je izrazljiva s formulo φpx1, x2q  px2  x1   1q.
Ničelna funkcija Z je izrazljiva s formulo ψpx1, x2q  px1  x1 ^ x2  0q.
Projekcijska funkcija Ini je izrazljiva s formulo
χpx1, x2, . . . , xi, . . . , xn, xn 1q 
px1  x1 ^ x2  x2 ^    ^ xn  xn ^ xn 1  xiq.
(2) Naj bosta g in h enomestni funkciji, izrazljivi s formulami G in H. Potem
je funkcija fpx1q  hpgpx1qq izrazljiva s formulo Dx3pGpx1, x3q ^Hpx3, x2qq.
Podobno poslošimo na večmestne funkcije.
(3) Funkcije napravljene z rekurzijo lahko predstavimo tudi kot zaporedje števil.
Za primer si poglejmo funkcijo fakulteta, ki številu n določi produkt števil
manjših ali enakih n. Funkcijo se zapiše kot n!  1  2      pn  1q  n.
Rekurzivno jo podamo na naslednji način:
 0!  1
 pSpx1qq!  x1! Spx1q.
S pomočjo takega zapisa lahko kostruiramo zaporedje števil 0!, 1!, 2!, . . . , x1!,
kjer se iz i-tega mesta z množenjem Spiq premaknemo na i  1-vo mesto. Iz
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tega lahko sklepamo, da obstaja zaporedje števil k0, k1, . . . , kx1 , da je k0  1
in če i   x1, potem kSpiq  ki  Spiq ter kx1  x2.
Tako konstrukcijo bi si želeli posplošiti na vse funkcije napravljene z re-
kurzijo. Potrebujemo torej funkcijo, katera bo izražala zaporedja števil.
Za vsako končno zaporedje števil k0, k1, . . . , kn obstaja par kodiranih števil
c, d, da je za vsak i ¤ n, βpc, d, iq  ki, kjer je βpc, d, iq tromestna funkcija,
imenovana funkcija β.
Kljub posplošitvi definicije še zmeraj ni jasno kako lahko funkcijo β izra-
zimo v jeziku LA. Gödel je ta problem rešil na naslednji način:
βpc, d, iq  ostanek pri deljenju števila c s številom d pi  1q   1.
Če število c delimo z dpi 1q 1 za različne vrednosti i p0 ¤ i ¤ nq, dobimo
zaporedje n   1 ostankov. S spreminjanjem števil c in d, dobimo različne
vrednosti teh ostankov. Izgleda, kot da je takih permutacij (ob spreminjanju
c in d) neskončno mnogo. Paziti moramo le, da za dano zaporedje n 1 števil
zmeraj obstajata taka c in d, da se bo zaporedje n   1 ostankov ujemalo z
danim zaporedjem števil. Da taka c in d obstajata, nam pove Lema 5.8.
Formula, ki izraža funkcijo β je podana z:
Bpc, d, i, x1q  pDx2 ¤ cqpc  pSpd Spiqq  x2q   x1 ^ x1 ¤ pd Spiqqq.
To pomeni, da je funkcija β izrazljiva v jeziku LA.
Naj bosta sedaj funkciji g in h izrazljivi v LA in funkcija f napravljena iz
teh dveh funkcij z rekurzijo. Želimo dokazati, da je tudi f izrazljiva v LA.
Predpostavimo:
 fpx1, . . . , xn, 0q  gpx1, . . . , xnq
 fpx1, . . . , xn, Spxn 1qq  hpx1, . . . , xn, xn 1, fpx1, . . . , xn, xn 1qq.
Za fpx1, . . . , xn, xn 1q  xn 3 nam ta definicija da zaporedje k0, k1, . . . , kxn 1 ,
za katerega velja: k0  gpx1, . . . , xnq in če je xn 2   xn 1, potem kxn 2 1 
hpx1, . . . , xn, xn 2, kxn 2q in kxn 1  xn 3.
Po definiciji funkcije β lahko zgornjo trditev zapišemo kot: obstajata števili
c, d za kateri velja: βpc, d, 0q  gpx1, . . . , xnq in če xn 2   xn 1, potem
βpc, d, Spxn 2qq  hpx1, . . . , xn, xn 2, βpc, d, xn 2qq in βpc, d, xn 1q  xn 3.
Ker sta po predpostavki funkciji g in h izrazljivi, obstajata formuli G in
H, ki ju izražata. Zaradi zgornjih trditev je formula, ki izraža funkcijo f
definirana z:
DcDdpDkpBpc, d, 0, kq ^Gpx1, . . . , xn, kqq^
p@xn 2 ¤ xn 1qpxn 2  xn 1 ñ Dxn 4Dxn 5ppBpc, d, xn 2, xn 4q^
Bpc, d, Spxn 2q, xn 5qq ^Hpx1, . . . , xn, xn 2, xn 4, xn 5qqq^
Bpc, d, xn 1, xn 3qq.
Dobili smo torej formulo, ki izraža funkcijo f v jeziku LA. S tem je izrek
dokazan.
□
Glede na dokaz, ki smo ga ravno obdelali, je dokaj enostavno opaziti, da so vse
primitivno rekurzivne funkcije Σ1-funkcije.
Izrek 5.10. Vsaka primitivno rekurzivna funkcija je Σ1-funkcija.
Dokaz. Za dokaz izreka je dovolj pokazati naslednje tri trditve.
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(1) Začetne funkcije so Σ1-funkcije.
(2) Če sta funkciji g in h Σ1-funkciji, potem je tudi funkcija f , napravljena iz
funkcij g in h s substitucijo, Σ1-funkcija.
(3) Če sta funkciji g in h Σ1-funkciji, potem je tudi funkcija f , napravljena iz
funkcij g in h z rekurzijo, Σ1-funkcij.
Sedaj jih dokažimo:
(1) Nasledstvena funkcija S je izrazljiva s formulo φpx1, x2q  px2  x1   1q, ki
je Σ1-funkcija (po definiciji).
Ničelna funkcija Z je izrazljiva s formulo ψpx1, x2q  px1  x1 ^ x2  0q,
ki je Σ1-funkcija (po definiciji).
Projekcijska funkcija Ini je izrazljiva s formulo
χpx1, x2, . . . , xi, . . . , xn, xn 1q 
px1  x1 ^ x2  x2 ^    ^ xi  xn 1 ^    ^ xn  xnq,
ki je Σ1-funkcija (po definiciji).
(2) Naj bosta g in h enomestni Σ1-funkciji, izrazljivi s formulami Gpx1, x2q 
Dx3G
1px1, x2, x3q in Hpx1, x2q  Dx4H 1px1, x2, x4q, kjer sta G1 in H 1 ∆0-
formuli. Potem je funkcija fpx1q  hpgpx1qq izrazljiva s formulo
Dx3pGpx1, x3q ^Hpx3, x2qq,
torej Dx5pDx3G1px1, x5, x3q^Dx4H 1px5, x2, x4qq. Ekvivalentno lahko to formulo
zapišemo kot
Dx5Dx3Dx4pG
1px1, x5, x3q ^H
1px5, x2, x4qq,
kar je Σ1-formula (ker sta G1 in H 1 ∆0-formuli).
(3) Naj bosta g in h Σ1-funkciji, izrazljivi s formulami Gpx1, . . . , xn, xn 5q in
Hpx1, . . . , xn, xn 2, xn 4, xn 5q. V dokazu Izreka 5.9 smo pokazali, da je v
tem primeru funkcija f izrazljiva s formulo
DcDdpDkpBpc, d, 0, kq ^Gpx1, . . . , xn, kqq^
p@xn 2 ¤ xn 1qpxn 2  xn 1 ñ
Dxn 4Dxn 5ppBpc, d, xn 2, xn 4q ^Bpc, d, Spxn 2q, xn 5qq^
Hpx1, . . . , xn, xn 2, xn 4, xn 5qqq ^Bpc, d, xn 1, xn 3qq.
Po definiciji je B ∆0-formula. Zaenkrat še ni očitno, da je zgornja formula
Σ1-formula. Spraviti jo moramo v obliko Dx1Dx2 . . . Dxnφ, kjer je φ določena
∆0-formula.
Za preureditev bomo potrebovali naslednjo ekvivalenco:
(i) p@x2 ¤ nqDx3Kpx2, x3,mq, če in samo če,
(ii) Dx3p@x2 ¤ nqpDx1 ¤ x3qKpx2, x1,mq.
Če je (i) pravilna za neka števila m,n, potem za vsak x2 ¤ n obstaja
tak ox2 , da je Kpx2, ox2 ,mq pravilna. Naj bo o največji tak ox2 . Potem je
p@x2 ¤ nqpDx1 ¤ oqKpx2, x1,mq pravilna in zaradi tega tudi (ii). V drugo
smer je očitno.
Vrnimo se na preurejanje formule, ki izraža funkcijo f . Najprej nesemo
kvantifikator Dk in vse kvantifikatorje iz G na začetek. Nato nesemo kvanti-
fikatorja Dxn 4Dxn 5 in vse kvantifikatorje iz H na začetek, vendar je vmes
omejen kvantifikator p@xn 2 ¤ xn 1q, zato moramo zaradi zgoraj dokazane
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ekvivalnce dodati še omejen eksistenčni kvantifikator. Dobili smo formulo
oblike Dx1Dx2 . . . Dxnφ, kjer je φ ∆0-formula, saj so B,G in H ∆0-formule.
□
Posledica 5.11. Vsaka primitivno rekurzivna funkcija je predstavljiva v PA.
Dokaz. Sledi iz Izreka 4.17 in Izreka 5.10. □
Izrek 5.12. Vsaka primitivno rekurzivna relacija je predstavljiva v PA.
Dokaz. Denimo, da je R primitivno rekurzivna relacija. Torej obstaja primitivno
rekurzivna funkcija f (njena karakteristična funkcija), da za vsa števila k1, . . . , kn
velja
(1) fpk1, . . . , knq  0, če in samo če Rpk1, . . . , knq pravilna.
Ker je f primitivno rekurzivna, je predstavljiva, kar pomeni, da obstaja formula
ψpx1, . . . , xn 1q, da za vsa števila k1, . . . , kn velja:
(1) če je fpk1, . . . , knq  0, potem PA $ ψpk1, . . . , kn, 0q,
(2) če je fpk1, . . . , knq  0, potem PA $  ψpk1, . . . , kn, 0q,
Torej imamo:
(1) če je Rpk1, . . . , knq pravilna, potem fpk1, . . . , knq  0, torej velja PA $
ψpk1, . . . , knq,
(2) če je Rpk1, . . . , knq nepravilna, potem fpk1, . . . , knq  0, torej velja PA $
 ψpk1, . . . , kn, 0q.
Sklep: Iskana formula φpx1, . . . , xnq je torej definirana kot ψpx1, . . . , xn, 0q in pred-
stavlja relacijo R. □
6. Gödlovo kodiranje
Kurt Gödel je leta 1931 objavil metodo, ki poveže vsak znak, izraz in zaporedje
izrazov teorije prvega reda z enolično določenim številom imenovanim Gödlovo šte-
vilo.
Ideja: Gödlova števila nam omogočijo, da govorimo o vzajemnih odnosih trditev
o Peanovi aritmetiki s pomočjo številskih relacij. Torej trditve o Peanovi aritme-
tiki izrazimo s formulami Peanove aritmetike in jih pretvorimo v števila ter nato
opazujemo številske realcije teh števil.
Vsakemu znaku s jezika LA dodelimo število cpsq na naslednji način:
s:  ñ @  ( ) 0 S    xn
cpsq: 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 2n
Veznikom, oklepajema, kvantifikatorju, enakosti in zunajlogičnim znakom priredimo
liha števila, spremenljivkam pa soda števila.
Definicija 6.1. Naj bo izraz e zaporedje k   1 znakov s0, s1, . . . , sk. Potem je
Gödlovo število za e produkt xey  πcps0q0  π
cps1q
1  . . .  π
cpskq
k , kjer je πi pi   1q-vo
praštevilo, i P t0, 1, . . . , ku.
Primer 6.2.
(1) xS0y  215  313
(2) x@x1p0  x1  x1qy  25  32  59  713  1117  132  177  192  2311
(3) x@x1@x2pSx1  Sx2 ñ x1  x2qy  25  32  55  74  119  1315  172  197  2315 
294  313  372  417  434  4711
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♢
Zaradi osnovnega izreka o aritmetiki vemo, da je Gödlovo število enolično dolo-
čeno. Tako na primer število 65707545887434743575942055505854802786760868720
2348847009187500000 enolično določa stavek @x1p0  x1  x1q.
Definicija 6.3. Naj bo e0, e1, . . . , en zaporedje izrazov in gi Gödlovo število za ei, i P
t0, 1, . . . , nu. Potem je super Gödlovo število za e0, e1, . . . , en produkt πg00 πg11 . . .πgnn ,
kjer je πi pi  1q-vo praštevilo, i P t0, 1, . . . , nu.
7. Prf je primitivno rekurzivna relacija
V sekciji 5 za Definicijo 5.5 smo omenili, da je za Gödlov dokaz potrebna lastnost
primitivne rekurzivnosti relacije Prfpm,nq. Ta je pravilna, če je m Gödlovo število
zaporedja formul, ki je dokaz za stavek z Gödlovim številom n. Sedaj, ko smo
definirali Gödlovo kodiranje, imamo možnost natančneje opisati postopek razvijanja
te relacije.
Začnimo s funkcijo, ki omogoča lepljenje dveh izrazov in vrne Gödlovo število
novega izraza. To je funkcija m  n, ki vrne Gödlovo število izraza staknjenega iz
izraza z Gödlovim številom m in izraza z Gödlovim številom n. Za lažjo predstavo
si jo oglejmo na primerih.
Primer 7.1.
 m  x@x1y  25  32
 n  xp0  x1  x1qy  29  313  517  72  117  132  1711
 m  n  x@x1p0  x1  x1qy  25  32  59  713  1117  132  177  192  2311
♢
Nadaljujmo s primeri primitivno rekurzivnih relacij in funkcij, ki so očitno po-
trebne za definicijo relacije Prf.
Trditev 7.2. Velja:
(1) Funkcija m  n je primitivno rekurzivna.
(2) Relacija Varpnq, ki je pravilna, če je n Gödlovo število spremenljivke, je
primitivno rekurzivna.
(3) Relacija Termpnq, ki je pravilna, če je n Gödlovo število terma, je primitivno
rekurzivna.
(4) Relacija Atompnq, ki je pravilna, če je n Gödlovo število atomarne formule,
je primitivno rekurzivna.
(5) Relacija Formpnq, ki je pravilna, če je n Gödlovo število formule, je primi-
tivno rekurzivna.
(6) Relacija Modusponenspm,n, oq, ki je pravilna, če formula z Gödlovim števi-
lom o neposredno sledi iz formule z Gödlovim številom m in formule z Göd-
lovim številom n z uporabo pravila sklepanja MP, je primitivno rekurzivna.
(7) Relacija Generalizationpm,nq, ki je pravilna, če je formula z Gödlovim šte-
vilom n neposredno sledi iz formule z Gödlovim številom m z uporabo pravila
sklepanja Gen, je primitivno rekurzivna.
(8) Funkcija numpnq, ki vrne Gödlovo število števila n, je primitivno rekurzivna.
Dokaz.
(1) Naj bosta m in n Gödlova števila in lenpmq  j ter lenpnq  k. Želimo, da
mn vrne produkt prvih j k praštevil, katerih eksponenti prvih j praštevil
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se ujemajo z eksponenti faktorizacije števila m, ter eksponenti naslednjih k




m nqpp@i   lenpmqqpexppx1, iq  exppm, iqq^
p@i ¤ lenpnqqpexppx1, i  lenpmqq  exppn, iqqq.
Zaradi točk (3), (4), (5), (10), (11) iz Trditve 5.6 je m  n primitivno rekur-
zivna funkcija.
(2) Če je n Gödlovo število spremenljivke, mora biti po definiciji oblike 22m, za
nek m. Relacija Varpnq je torej ekvivalentna relaciji pDx1 ¤ nqpn  22x1q.
Zaradi točk (2) in (4) iz Trditve 5.6. je Var primitivno rekurzivna relacija.
(3) Naj bo τ0, τ1, . . . , τn zaporedje izrazov. Rečemo, da je konstrukcijska zgodo-
vina terma, če za posamezni izraz velja, da je bodisi
 0, bodisi
 spremenljivka, bodisi
 ima obliko Sτj, kjer je τj prejšnji izraz v zaporedju, bodisi
 ima obliko pτi   τjq, kjer sta τi in τj prejšnja izraza v zaporedju, bodisi
 ima obliko pτi  τjq, kjer sta τi in τj prejšnja izraza v zaporedju.
Vsak izraz, ki je term ima svojo konstrukcijsko zgodovino terma in je zadnji
člen zaporedja.
Sedaj definirajmo relacijo Termseqpm,nq, ki je pravilna, če je m super
Gödlovo število konstrukcijske zgodovine terma in n Gödlovo število za-
dnjega člena te konstrukcijske zgodovine. Ker ima zadnji člen zaporedja
Gödlovo število enako n, mora biti eksponent zadnjega praštevila faktori-
zacije m, enako n. Za ostale eksponente mora veljati, da je enako bodisi
Gödlovemu številu konstante 0, bodisi Gödlovemu številu spremenljivke, bo-
disi Gödlovemu številu terma oblike Sτj, kjer se τj pojavi že prej v zaporedju,
bodisi Gödlovemu številu terma oblike pτi   τjq, kjer se τi in τj pojavita že
prej v zaporedju, bodisi Gödlovemu številu terma oblike pτi  τjq, kjer se τi
in τj pojavita že prej v zaporedju. Torej je relacija Termseq ekvivalentna
relaciji
pexppm, lenpmq  1q  nq^
p@k   lenpmqqpexppm, kq  x0y_
Varpexppm, kqq_
pDj   kqpexppm, kq  xSy  exppm, jqq_
pDi   kqpDj   kqpexppm, kq  xpy  exppm, iq  x y  exppm, jq  xqyq_
pDi   kqpDj   kqpexppm, kq  xpy  exppm, iq  xy  exppm, jq  xqyqq.
Zaradi točk (2), (3), (4), (10), (11) iz Trditve 5.6 in prejšnjih dveh točk te
trditve, je Termseq primitivno rekurzivna relacija.
Sedaj lahko relacijo Term napišemo kot
Termpnq  pDx1 ¤ pπnl qlqTermseqpx1, nq,
kjer je l  lenpnq. Očitno je tudi Term primitivno rekurzivna relacija.
(4) Relacija Atom je pravilna, če obstajata terma, da je izraz z Gödlovo številom
n enako zlepku teh dveh termov z znakom ‘=’. Torej je pravilna, če in samo
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če, je relacija
pDx1 ¤ nqpDx2 ¤ nqpTermpx1q ^ Termpx2q ^ n  px1  xy  x2qq
pravilna. Iz točk (2), (3), (4) Trditve 5.6. in točk (1), (3) te trditve, sledi da
je Atom primitivno rekurzivna relacija.
(5) Naj bo φ0, φ1, . . . , φn zaporedje izrazov. Rečemo, da je konstrukcijska zgo-
dovina formule, če za posamezni izraz velja, da je bodisi
 atomarna formula, bodisi
 ima obliko p φjq, kjer je φj prejšnji izraz v zaporedju, bodisi
 ima obliko pφi ñ φjq, kjer sta φi in φj prejšnja izraza v zaporedju,
bodisi
 ima obliko @xiφj, kjer je φj prejšnji izraz v zaporedju.
Vsak izraz, ki je formula ima svojo konstrukcijsko zgodovino formule in je
zadnji člen zaporedja.
Sedaj definirajmo relacijo Formseqpm,nq, ki je pravilna, če je m super
Gödlovo število konstrukcijske zgodovine formule in n Gödlovo število za-
dnjega člena te konstrukcijske zgodovine. Ker ima zadnji člen zaporedja
Gödlovo število enako n, mora biti eksponent zadnjega praštevila faktoriza-
cije m, enako n. Za ostale eksponente mora veljati, da je enako bodisi Göd-
lovemu številu atomarne formule, bodisi Gödlovemu številu formule oblike
 φj, kjer se φj pojavi že prej v zaporedju, bodisi Gödlovemu številu formule
oblike pφi   φjq, kjer se φi in φj pojavita že prej v zaporedju, bodisi Gödlo-
vemu številu terma oblike @xiφj, kjer se φj pojavi že prej v zaporedju. Torej
je relacija Formseq ekvivalentna relaciji
pexppm, lenpmq  1q  nq^
p@k   lenpmqqpAtompexppm, kqq_
pDj   kqpexppm, kq  x y  exppm, jqq_
pDi   kqpDj   kqpexppm, kq  xpy  exppm, iq  xñy  exppm, jq  xqyq_
pDj   kqpDx1 ¤ mqpexppm, kq  x@y  2x1  exppm, jqqq.
Zaradi točk (3), (4), (10), (11) Trditve 5.6. in točk (1), (4) te trditve, je
Formseq primitivno rekurzivna relacija.
Sedaj lahko relacijo Form napišemo kot
Formpnq  pDx1 ¤ pπnl qlqFormseqpx1, nq,
kjer je l  lenpnq. Očitno je tudi Form primitivno rekurzivna relacija.
(6) Relacija Modusponens je pravilna, če formula z Gödlovim številom o sledi
iz formul z Gödlovima številoma m in n z uporabo pravila sklepanja MP.
Gödlovo število m mora biti torej enako xpynxñyoxqy^Formpnq^Formpoq,
zato je relacija Modusponens pravilna, če in samo če, velja
m  xpy  n  xñy  oxqy^ Formpnq ^ Formpoq.
Zaradi točk (3), (6) Trditve 5.6 in točk (1), (5) te trditve sledi, da je
Modusponens primitivno rekurzivna relacija.
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(7) Relacija Generalization je pravilna, če formula z Gödlovim številom n sledi
iz formule z Gödlovim številom m z uporabo pravila sklepanja Gen. Gene-
ralization je torej pravilna, če in samo če, je
pDx1 ¤ nqpVarpx1q ^ Formpmq ^ n  x@y  x1 mq
pravilna. Zaradi točk (3), (4) Trditve 5.6 in točk (1), (2), (5) te trditve, sledi
da je Generalization primitivno rekurzivna relacija.
(8) Funkcija num:
 nump0q  x0y  219
 numpSx1q  xSy  numpx1q  221  numpx1q.
Ker je funkcija num enomestna, je n iz Definicije 5.1 enak 0 in zaradi Opombe
5.2 je za primitivno rekurzivnost dopustno, da je nump0q število. Zaradi
točke (1) te trditve je funkcija num primitivno rekurzivna.
□
Trditev 7.3. Relacija Prfpm,nq, ki je pravilna, če je m super Gödlovo število dokaza
PA za stavek z Gödlovim številom n, je primitivno rekurzivna.
Dokaz. Da bi lahko v celoti dokazali zgornjo trditev, bi potrebovali vsaj 45 strani
sestavljanja primitivno rekurzivnih funkcij s substitucijo in rekurzijo. Zato bomo
dokazali samo nekaj najpomembnejših korakov (nekaj smo jih že v Trditvi 5.6 in
Trditvi 7.2). Predpostavimo še, da sta relaciji Axiompnq, ki je pravilna, če je n
Gödlovo število logičnega ali lastnega aksioma in Sentpnq, ki je pravilna, če je n
Gödlovo število stavka.
Da bo relacija Prf pravilna, mora biti eksponent zadnjega praštevila faktorizacije
m, enako n ter Sentpnq mora biti pravilna. Za ostale eksponente mora veljati, da je
enako bodisi Gödlovemu številu logičnega ali lastnega aksioma, bodisi Gödlovemu
številu formule, ki sledi iz prejšnjih dveh formul dokaza z uporabo pravila sklepanja
MP, bodisi Gödlovemu številu formule, ki sledi iz prejšnje formule z uporabo pravila
sklepanja Gen. Torej je relacija Prfpm,nq ekvivalentna relaciji
pexppm, lenpmq  1q  nq^
Sentpnq ^ p@k   lenpmqqpAxiompexppm, kqq_
pDi ¤ kqpDj ¤ kqModusponenspexppm, iq, exppm, jq, exppm, kqq_
pDj ¤ kqGeneralizationpexppm, jq, exppm, kqqq.
Zaradi točk (2), (3), (4), (10), (11) Trditve 5.6 in točk (6), (7) Trditve 7.2 je Prf
primitivno rekurzivna relacija. □
Opomba 7.4. Relacija Provpnq, ki je pravilna, če je formula z Gödlovim številom
n dokazljiva v PA, je definirana kot Dx1Prfpx1, nq in ni primitivno rekurzivna, saj
ne vemo kako omejiti Gödlovo število dokaza PA. Če bi jo znali omejiti, bi bila
ekvivalentna relaciji pDx1 ¤ BqPrfpx1, nq (za nek B), ki je primitivno rekurzivna.
8. Diagonalizacija
Gödel nam pove, kako konstruirati stavek v Peanovi aritmetiki, ki je pravilen, če
in samo če, je nedokazljiv v njej. Njegova konstrukcija vsebuje formulo (poimenovali
jo bomo U) z eno prosto spremenljivko. Gödlovo število formule U je xUy. Gödel
se je spomnil mojstrske poteze, da lahko funkcija kliče sama sebe preko svojega
Gödlovega števila. To je mogoče, če prosto spremenljivko v U zamenjamo z xUy.
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Naj bo φpx1q formula z edino prosto spremenljivko x1. Če jo zamenjamo z xφy,
pravimo da smo napravili diagonalizacijo in označimo s φpxφyq. Formula φpxφyq je
ekvivalentna formuli Dx1px1  xφy^ φq.
Trditev 8.1. Funkcija diagpnq, ki za dano Gödlovo število n neke formule vrne
Gödlovo število formule, ki je diagonalizacija te formule, je primitivno rekurzivna.
Dokaz. Funkcijo diagpnq lahko zapišemo kot xDx1px1 y  numpnq  x^y  n  xqy.
Zaradi točk (1) in (8) Trditve 7.2 je diag primitivno rekurzivna funkcija. □
9. Gödlov izrek o nepopolnosti
Prišli smo do zadnjega dela diplomske naloge, kjer definiramo stavek v Peanovi
aritmetiki, ki je pravilen, če in samo če, je nedokazljiv v njej (imenovali ga bomo
G) in dokažemo izrek o nepopolnosti. Preden definiramo G je potrebno definirati
relacijo Gdl, ki povezuje relacijo Prf in funkcijo diag.
Trditev 9.1. Relacija Gdlpm,nq, ki je pravilna, če je m super Gödlovo število do-
kaza PA za diagonalizcijo formule z Gödlovim številom n, je primitivno rekurzivna.
Dokaz. Gdlpm,nq je po definiciji pravilna, če je Prfpm, diagpnqq pravilna. Karakte-
ristična funkcija relacije Gdl je definirana kot kompozitum karakteristične funkcije
relacije Prf in funkcije diag, ki sta primitivno rekurzivni. Torej je tudi Gdl primi-
tivno rekurzivna. □
Definicija 9.2. Formula U in stavek G sta definirana kot:
 Upx2q  @x1 Gdlpx1, x2q
 G  Dx2px2  xUy^ Uq.
Stavku G rečemo Gödlov stavek za Peanovo aritmetiko. Trivialno je G ekvivalen-
tna UpxUyq in zato tudi @x1 Gdlpx1, xUyq.
G je pravilen, če in samo če, ne obstaja tako število m, da je Gdlpm, xUyq pravilna.
G je torej pravilen, če in samo če, ne obstaja tako število m, da je m super Gödlovo
število dokaza PA za diagonalizcijo formule U. Diagonalizacija formule U pa je
stavek G. Velja torej, da je G pravilen, če in samo če, ni dokazljiv v PA.
Izrek 9.3. Če je Peanova aritmetika neprotislovna, potem PA & G.
Dokaz. Predpostavimo, da je G dokazljiv v PA. Torej obstaja zaporedje φ1, . . . , φn,
ki je dokaz PA za G. Naj bo m super Gödlovo število tega dokaza. Po definiciji
je G diagonalizacija formule U, kar pomeni, da je Gdlpm, xUyq pravilna. Izrek 5.12
nam pove, da so vse primitivno rekurzivne relacije predstavljive v PA.
Ker je Gdl primitivno rekurzivna relacija, je predstavljiva v PA, zato PA $
Gdlpm, xUyq.
G je ekvivalenten formuli @x1 Gdlpx1, xUyq, zato iz predpostavke sledi PA $
@x1 Gdlpx1, xUyq in zato PA $  Gdlpm, xUyq.
Dobili smo torej PA $ Gdlpm, xUyq in PA $  Gdlpm, xUyq. Kar pomeni, če je PA
neprotislovna, G ne more biti dokazljiva v PA. □
Imamo stavek G, ki ni dokazljiv v PA. Lahko bi se zgodilo, da je njegova negacija
dokazljiva.
Izrek 9.4. Če je Peanova aritmetika ω-neprotislovna, potem PA &  G.
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Dokaz. Naj bo PA ω-neprotislovna in  G dokazljiv v PA. Ker je G ekvivalen-
ten @x1 Gdlpx1, xUyq, je  G ekvivalenten Dx1Gdlpx1, xUyq. Potem velja PA $
Dx1Gdlpx1, xUyq.
Če je PA ω-neprotislovna, je tudi neprotislovna (Lema 3.11). To pomeni, da G
ni dokazljiv v PA (zaradi predpostavke). Za vsako število m, m ni super Gödlovo
število dokaza G. Ker je G diagonalizacija U, je Gdlpm, xUyq nepravilna za vsak
m. Ker je Gdl primitivno rekurzivna relacija, je predstavljiva v PA, zato PA $
 Gdlpm, xUyq, za vsak m. □
Dokazali smo torej Gödlov izrek o nepopolnosti za PA, ki se glasi:
Izrek 9.5. Če je Peanova aritmetika ω-neprotislovna, potem ni popolna.
Leta 1936 je ameriški matematik John Barkley Rosser pokazal, da pojem ω-
neprotislovnost ni potreben za utemeljitev izreka. Gödel je pokazal tudi, da je stavek
G za PA ustvarjen z metodo, ki jo lahko apliciramo na katerokoli drugo aritmetiko,
ki izpolnjuje lažje pogoje. Če G dodamo kot aksiom lahko zopet najdemo neki drug






rule of inference pravilo sklepanja
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